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Modelos fenomenolo´gicos de potenciais teˆm proporcionado resultados extremamente satisfato´rios na descric¸a˜o
dos ha´drons ordina´rios, mais especificamente no caso dos estados ligados quark-antiquark (me´sons). Neste tra-
balho estudamos os principais aspectos na construc¸a˜o das interac¸o˜es em um estado ligado quark-antiquark pro-
porcionando a obtenc¸a˜o das ferramentas gene´ricas para o estudo de modelos de potenciais. Analisamos os as-
pectos importantes na escolha do tratamento de maior concordaˆncia com a dinaˆmica de interac¸a˜o das partı´culas,
considerando os aspectos relativı´sticos bem como as possibilidades de uma aproximac¸a˜o na˜o-relativı´stica. Inici-
almente a cromodinaˆmica quaˆntica (QCD) “macia” e´ empregada para determinar os termos do potencial efetivo
estabelecendo o termo assinto´tico Coulombiano decorrente da aproximac¸a˜o pela troca de um glu´on. Ao mesmo
tempo, um termo linear de confinamento e´ introduzido em concordaˆncia com a QCD e com a prescric¸a˜o fe-
nomenolo´gica. Finalizando, discutimos as possibilidades gerais para o desenvolvimento de um modelo de
potencial.
Phenomenological potential models have provided extremely satisfactory results on description of ordinary ha-
drons, more specifically in the case of quark-antiquark bound states (mesons). In this work we study the main
aspects in the construction of quark-antiquark interactions just providing the generic tools for potential model
study. We analyze the important aspects in the choice of the treatment in good agreement with the dynamics
of interacting particles, attempting to relativistic aspects as well as to the possibilities of nonrelativistic ap-
proximation. Initially the “soft QCD” is employed to determine the effective potential terms establishing the
asymptotic Coulomb term from one gluon exchange approximation. At the same time, a linear confinement
term is introduced in accordance with QCD and phenomenological prescription. At the end, we discuss the
general developing possibilities of a potential model.
I Introduc¸a˜o
A ide´ia de que os ha´drons sa˜o compostos por partı´culas
ainda mais fundamentais tem uma longa histo´ria. Em 1949,
Fermi e Yang [1] propuseram uma ide´ia interessante do pı´on
(me´son pi) como um estado ligado do pro´ton (p) e do neˆutron
(n) em um multipleto do SU(2). No inı´cio dos anos 50,
de maneira a explicar a regra de Nakano, Nishijima e Gell-
Mann (NNG) [2, 3], a conservac¸a˜o de isospin (I) e de estra-
nheza (S), Sakata [4] estendeu a ide´ia de Fermi e Yang para
ha´drons incluindo partı´culas estranhas, considerando p, n e
a partı´cula Λ como partı´culas fundamentais. Apesar do mo-
delo corretamente formulado segundo uma a´lgebra de Lie
com simetria unita´ria, algumas dificuldades ja´ se apresen-
tavam, como o fato de se prever spin 12 para a partı´cula Ξ,
diferente do valor experimental medido 32 , ou o fato do mo-
delo na˜o permitir a construc¸a˜o do octeto de ba´rions. Foi em
1964 que, enta˜o, Gell-Mann e Zweig [5, 6, 7], independen-
temente, propuseram o modelo a quarks [8]: o quark seria
considerado como uma partı´cula sub-hadroˆnica e do ponto
de vista teo´rico seria uma realizac¸a˜o da representac¸a˜o fun-
damental da a´lgebra de Lie do SU(3).
Depois disso tivemos a descoberta do charmoˆnio em
1974 [9, 10] e, na mesma de´cada, o advento da Cromo-
dinaˆmica Quaˆntica (QCD) [11-14] que e´ a teoria que des-
creve a dinaˆmica de quarks e glu´ons.
No Brasil, nos anos 70-80, o estudo de modelos efetivos
para interac¸o˜es hadroˆnicas se caracterizava como um to´pico
de pesquisa bastante ativo. Dentre outros, destacamos os
trabalhos de P. Leal Ferreira et al. [15-17] bem como a tese
de doutoramento de F. M. Witkowski [18, 19] onde propri-
edades eletromagne´ticas de ha´drons sa˜o estudadas em um
modelo relativı´stico.
Deste perı´odo em diante desenvolveram-se te´cnicas mar-
cantes para se utilizar ca´lculos perturbativos [13, 14, 20] no
tratamento da “dinaˆmica de cor”. Contudo, e´ muito difı´cil
se obter as propriedades hadroˆnicas diretamente da QCD. O
desenvolvimento da teoria de gauge na rede proporcionou
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alguns sucessos neste sentido [21], mas ainda com resulta-
dos pouco satisfato´rios.
Sendo assim, a maneira mais direta de se elaborar um
modelo para a dinaˆmica de cor, ate´ aqui na˜o exatamente co-
nhecida, veio com a utilizac¸a˜o de modelos fenomenolo´gicos
de quarks e glu´ons. Os efeitos relativı´sticos em quarks pas-
saram a ser tratados (e assim permanecem) de diversas ma-
neiras: equac¸a˜o de Klein-Gordon [22], equac¸a˜o de Dirac
[23], equac¸a˜o de Bethe-Salpeter [24], resoluc¸a˜o de equac¸a˜o
ou teoria perturbativa no cone de luz [25, 26], etc. A equac¸a˜o
de Fermi-Yang tem sido usada na resoluc¸a˜o de me´sons do
tipo a´tomo (quark pesado e antiquark leve) em modelos
semi-relativı´sticos.
Ha´ uma grande variedade de modelos a quarks na˜o-
relativı´sticos que em geral, permitem a extrac¸a˜o das
interac¸o˜es de confinamento e residuais a partir da espectros-
copia de massas. De Ru´jula, Georgi e Glashow [27] pro-
puseram a interac¸a˜o quark-quark baseada na troca de um
glu´on sugerida pela QCD. Partindo-se da equac¸a˜o de Breit
[29, 30], com a ide´ia de que a constante de acoplamento
que governa a interac¸a˜o quark-glu´on e´ suficientemente pe-
quena, a interac¸a˜o quark-quark deveria ter uma certa seme-
lhana com a interac¸a˜o ele´tron-ele´tron pela troca de um fo´ton
(QED).
Os quarks nos ha´drons possuem duas propriedades: a Li-
berdade Assinto´tica [13, 14] e o Confinamento ou “Vı´nculo
Infravermelho”, parte opostamente correspondente liber-
dade assinto´tica para grandes distaˆncias. Com estas pro-
priedades temos a interac¸a˜o confinante entre quarks em um
estado ligado:
U = Uconfinamento + Utroca de um glu´on. (1)
Como veremos, o potencial de confinamento, que na˜o
decorre diretamente de uma teoria quaˆntica de campos, e´
fenomenologicamente determinado. O potencial Coulombi-
ano + linear foi proposto primeiramente pelo grupo de Cor-
nell e proporcionou resultados muito bons para o ca´lculo
da espectroscopia de massas do charmoˆnio e do bottomoˆnio
[30]. Potenciais logarı´tmicos e de outras poteˆncias tambe´m
alcanc¸aram relativo sucesso.
Antes de prosseguirmos com o estudo das interac¸o˜es en-
tre quarks fazemos um adendo sobre as massas dos quarks.
Como os quarks na˜o sa˜o detectados isoladamente, suas
massas na˜o podem ser medidas experimentalmente. Na
construc¸a˜o e execuc¸a˜o dos modelos de interac¸a˜o podemos
optar pelas massas de correntes como as usadas por Bogoliu-
bov [28] no “Bag Model”, ou pelas massas constituintes, ob-
tidas da ana´lise dos momentos magne´ticos dos ba´rions [31],
adequadas aos modelos de quarks constituintes. A massa
constituinte e´ igual a` massa de corrente somada a` massa
dinaˆmica [32]. Em me´sons do tipo a´tomo (Qq¯), que sa˜o
aqueles com um quark pesado e um antiquark comparativa-
mente leve, a massa de corrente e´ mais adequada para o an-
tiquark leve. De qualquer forma, em linhas gerais, utiliza-se
a expressa˜o de que as massas dos quarks variam conforme o
modelo [30], ja´ que na˜o sabemos como estimar o efeito na˜o-
perturbativo de confinamento da QCD, sendo que os valores
das massas esta˜o analiticamente ligados aos paraˆmetros da
Hamiltoniana em questa˜o.
Apesar de particularidades como estas, os modelos de
potenciais na˜o-relativı´sticos teˆm fornecido resultados ex-
tremamente satisfato´rios na descric¸a˜o das propriedades dos
quarkoˆnios pesados como tambe´m na descric¸a˜o de ha´drons
ordina´rios. Considerac¸o˜es teo´ricas e aplicac¸o˜es fenome-
nolo´gicas se misturam de maneira a dificultar o entendi-
mento do que realmente e´ consequ¨eˆncia exata das condic¸o˜es
teo´ricas e do que depende dos paraˆmetros experimentais.
Na sec¸a˜o II fazemos as considerac¸o˜es mais importantes
na construc¸a˜o das interac¸o˜es entre quarks dentro do contexto
de um modelo de potencial.
Na sec¸a˜o III obtemos a estrutura de spins conforme a
reduc¸a˜o na˜o-relativı´stica.
A sec¸a˜o IV e´ dedicada a` ana´lise dos aspectos mais im-
portantes na determinac¸a˜o de um potencial de interac¸a˜o en-
tre duas partı´culas, no caso especı´fico de um estado ligado
quark-antiquark. Essa sec¸a˜o e´ complementada pela sec¸a˜o
V onde fazemos uma descric¸a˜o do que pode ser uma forma
particular para o potencial de interac¸a˜o quark-antiquark.
Evitamos nos adentrar em qualquer discussa˜o sobre
como deve ser feito o tratamento do termo cine´tico presente
na Hamiltoniana efetiva. Existem diversos trabalhos [28-39]
que sugerem diferentes abordagens para o tratamento, rela-
tivı´stico ou semi-relativı´sitico, do termo cine´tico. Esse trata-
mento deve ser minuciosamente cuidadoso quando se deseja
aplicar um modelo de potencial na obtenc¸a˜o de propriedades
fı´sicas de estados ligados, notoriamente, o espectro de mas-
sas e as taxas de decaimento.
Na sec¸a˜o VI fazemos algumas observac¸o˜es sobre uma
possı´vel metodologia para os ca´lculos de espectros de massa
bem como a viabilidade fı´sica e nume´rica para tal procedi-
mento. Por fim, encerramos este texto com as concluso˜es na
sec¸a˜o VII.
II A interac¸a˜o entre quarks e os mo-
delos de potenciais
Ao falarmos de forc¸as entre quarks, correc¸o˜es dependentes
de spin, etc, estamos utilizando a linguagem dos modelos
de potenciais. Os modelos de potenciais sa˜o considerados,
teoricamente, menos fundamentados do que os ca´lculos na
rede, as regras de soma da QCD, ou mesmo, o “Bag Model”.
As duas principais objec¸o˜es a` aplicac¸a˜o dos modelos de po-
tenciais decorrem do efeito do va´cuo na˜o trivial da QCD e da
na˜o existeˆncia de um potencial local implicando na falta de
uma justificativa para a aplicac¸a˜o de uma aproximac¸a˜o na˜o-
relativı´stica. Sendo assim, o sucesso dos modelos de poten-
ciais para ha´drons ordina´rios chega a parecer um milagre.
Entretanto, com o aprimoramento dos me´todos perturbati-
vos, muitas ambigu¨idades e discusso˜es que se apresentavam
foram esclarecidas, resultando em um quadro consistente da
QCD [30, 39] sob a conotac¸a˜o dos modelos de potenciais.
O ponto fraco de qualquer modelo sobre a interac¸a˜o en-
tre quarks esta´ justamente na falta de um crite´rio em que
se fundamente a validade do mesmo. Nos ca´lculos na rede,
a dimensa˜o mı´nima do paraˆmetro de rede, a posic¸a˜o e ex-
tensa˜o do comprimento de escala, etc, sa˜o determinados em-
piricamente. Nas regras de soma deve-se escolher um con-
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junto truncado de operadores que testem a estabilidade de
complicadas transformac¸o˜es de integrais. E como na˜o pode-
ria ser diferente, os modelos de potenciais devem controlar
a validade das aproximac¸o˜es utilizadas, checando sua real
aplicabilidade. Isso tambe´m e´ verdade para a teoria de gauge
na rede e para as regras de soma.
Em treˆs aspectos os modelos de potenciais sa˜o superio-
res aos demais citados. Atrave´s dos mesmos e´ possı´vel o es-
tudo de todo o espectro de energia dos estados ligados entre
quarks. A separac¸a˜o por termos dependentes de spin pode
ser facilmente obtida pelo ca´lculo dos elementos de matriz
de uma Hamiltoniana dependente de spin, ao passo que nos
demais modelos cada estado ligado exige uma abordagem
particular. E finalmente, os modelos de potenciais sa˜o bas-
tante claros na interpretac¸a˜o fı´sica do fenoˆmeno que ocorre
na interac¸a˜o, tratando-se, portanto, de uma o´tima refereˆncia
quantitativa e qualitativa para a descric¸a˜o das propriedades
dos estados ligados.
Um trabalho pioneiro que propoˆs um modelo de poten-
cial para quarkoˆnios motivado pela QCD foi o modelo de De
Ru´jula, Georgi e Glashow [27].
Desde enta˜o foram trac¸adas as prerrogativas fenome-
nolo´gicas que caracterizam os modelos de potenciais:
• Os ha´drons encontram-se em um singleto de cor for-
mado de quarks “coloridos”.
• A curtas distaˆncias, as interac¸o˜es em QCD obe-
decem a` liberdade assinto´tica, ou seja, temos uma
aproximac¸a˜o para uma teoria na˜o interagente para energias
(de interac¸a˜o) elevadas (constante de acoplamento pequena).
As interac¸o˜es mediante troca de um glu´on tornam-se domi-
nantes e o potencial sera´ preponderantemente Coulombiano
(situac¸a˜o bastante similar ao limite quase esta´tico da QED
com troca de um fo´ton).
• A longas distaˆncias, os quarks esta˜o ligados por um
potencial de longo alcance independente de sabor.
• O movimento de um quark no interior de um
ha´dron e´ descrito efetivamente pela dinaˆmica relativı´stica
com correc¸o˜es relativı´sticas da ordem de v
2
c2 , as quais sa˜o
ana´logas a`s interac¸o˜es de Breit-Fermi na QED [45].
Sendo assim, em modelos na˜o-relativı´sticos o potencial
motivado pela QCD frequ¨entemente tem a forma de um
termo de troca de um glu´on (Coulombiano) e de um termo
de confinamento. Como vimos na sec¸a˜o anterior, a principal
diferenc¸a em relac¸a˜o a` interac¸a˜o eletromagne´tica e´ a natu-
reza na˜o-abeliana dos glu´ons, que carregam carga de cor,
diferentemente dos fo´tons, que na˜o teˆm carga ele´trica.
Como o confinamento na˜o e´ obtido analiticamente de
uma teoria quaˆntica de campos, o termo associado e´ ob-
tido fenomenologicamente com subsı´dios teo´ricos indicados
pela QCD. Sendo assim, procura-se descrever as interac¸o˜es
entre quarks atrave´s de uma Hamiltoniana motivado pela
QCD.
Em princı´pio, a descric¸a˜o da interac¸a˜o dentro de uma
abordagem de uma teoria quaˆntica de campos envolve o for-
malismo de Bethe-Salpeter [46] que, entretanto, sob certos
aspectos, apresenta alguns problemas como:
• Em geral, a equac¸a˜o de Bethe-Salpeter na˜o e´ resol-
vida analiticamente.
• O elemento de interac¸a˜o na˜o e´ decorrente dos resul-
tados da QCD.
• Os propagadores dos constituintes sa˜o aproximados
pela forma na˜o-interagente (propagadores livres), apesar das
massas envolvidas serem interpretadas como efetivas.
Ha´ uma enorme dificuldade em resolvermos a equac¸a˜o
de Bethe-Salpeter (2) exatamente, devido a` falta de conhe-
cimento sobre a energia relativa k0 e devido a` incompati-
bilidade com o potencial esta´tico inicial por sua natureza
covariante:
c
(γµp1µ −m1)(γµp2µ −m2)ψ˜(p, P ) = i(2pi)4
∫
U(p− p′)ψ(p′, P )d4p′, (2)




Em algumas situac¸o˜es opta-se por negligenciar o valor da energia relativa k0 fazendo uma aproximac¸a˜o instantaˆnea de
maneira que se obtenha a equac¸a˜o de Salpeter [47]:














Nesta expressa˜o, Hi e´ a Hamiltoniana de Dirac de uma









φ˜(p, P ) =
∫
dp0ψ˜(p0,p, P ). (5)
Esta e´ uma equac¸a˜o para func¸a˜o de onda em tempo
igual com cinema´tica relativı´stica mas com aproximac¸a˜o
esta´tica do potencial. Mantendo a cinema´tica relativı´stica
na equac¸a˜o de Bethe-Salpeter provavelmente chegarı´amos a
melhores resultados, mas o tratamento pode apresentar al-
gumas complicac¸o˜es na sistema´tica de ca´lculos.
A alternativa menos complexa consiste em partirmos
para o formalismo de Schro¨dinger que, na verdade, con-
siste da aproximac¸a˜o na˜o-relativı´stica aplicada sobre (3).
Esta aproximac¸a˜o consiste basicamente em dois procedi-
mentos: tomar o termo cine´tico segundo uma aproximac¸a˜o
na˜o-relativı´stica e fazer uma aproximac¸a˜o local para o po-
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tencial de interac¸a˜o, ambos, no referencial do centro de mo-
mento (P = 0):
Hi(Dirac) −→ T cini , (6)
Λi+U(p− p′)φ˜(p′)Λi+ −→ U(p− p′)φ(p′), (7)
Λi−U(p− p′)φ˜(p′)Λi− −→ 0, (8)
Com esta aproximac¸a˜o temos exatamente a equac¸a˜o de
Schro¨dinger (9):
(












exp (ir · k) U˜(k), (10)
e k = p− p′.
Como salietamos no inı´cio, na˜o nos estenderemos sobre
qualquer discussa˜o de como pode ser feita a aproximac¸a˜o
na˜o-relativı´stica para o termo cine´tico.
Considerando o espalhamento ela´stico dos constituintes
de um estado ligado, a parte perturbativamente acessı´vel do
potencial pode ser obtida da seguinte maneira:
Escrevemos a amplitude de espalhamento Tfi em func¸a˜o
dos elementos de menor ordem da matriz S:
Sfi = 〈f |i〉 = δfi + i(2pi)4δ4(pf − pi)Tfi. (11)
Para a obtenc¸a˜o do potencial de interac¸a˜o tomamos o li-
mite na˜o-relativı´stico de (12)1:
U(x) = − 1
(2pi)4
∫
d4k [exp (−ik · x)Tfi(k)] . (12)
Tfi(k) −→ −U˜(k)(2pi)δ(k0). (13)
A situac¸a˜o relevante no ca´lculo das forc¸as quark-
antiquark (qq¯) em um me´son vem justamente da ana´lise do
espalhamento qq¯:
q1(p1, s1) + q¯2(p2, s2) −→ q3(p3, s3) + q¯4(p4, s4). (14)
O par quark-antiquark em um me´son se dispo˜e em um
singleto de cor. A ana´lise dos diagramas de Feynman, con-
siderando apenas os termos em primeira ordem, como pode
ser observado em qualquer livro de teoria quaˆntica de cam-











onde gs e´ a constante de acoplamento para interac¸o˜es cro-
modinaˆmicas.
Consequ¨entemente, a interac¸a˜o quark-antiquark qq¯ vista
segundo a aproximac¸a˜o em primeira ordem pela troca de um










No caso de ba´rions, as forc¸as sa˜o determinadas pelo es-
palhamento quark-quark (qq). No caso em que temos ape-
nas a interac¸a˜o entre dois corpos em um sistema de treˆs
corpos o fator de cor sera´ de − 23 e no caso em que temos
a interac¸a˜o entre treˆs corpos mediante uma “glueball” de
ve´rtice triplo, o fator de cor sera´ nulo [31].
III A estrutura de spins e as correc¸o˜es
relativı´sticas
Procuraremos, agora, uma maneira sistema´tica de obter as
correc¸o˜es de ordem 1m2 da equac¸a˜o de Schro¨dinger na˜o-
relativı´stica, de maneira a observarmos imediatamente a
separac¸a˜o do espectro de massas devido aos termos depen-
dentes de spin. As informac¸o˜es sobre os termos dependentes
de spin podem permitir um entendimento profundo da natu-
reza (Lorentz) do confinamento.
Em princı´pio, a determinac¸a˜o das correc¸o˜es rela-
tivı´sticas parece imediata: expandem-se os termos ate´ a or-
dem de 1m2 e identifica-se a Hamiltoniana efetiva que apa-
rece na equac¸a˜o de Schro¨dinger. Entretanto, um pequeno
problema aparece na associac¸a˜o entre os spinores de qua-
tro componentes da amplitude de Bethe-Salpeter e os spi-
nores de duas componentes que aparecem na equac¸a˜o de
Schro¨dinger. Um certo cuidado e´ necessa´rio de forma que
se preserve a normalizac¸a˜o correta na passagem da descric¸a˜o
relativı´stica para a na˜o-relativı´stica [30, 48].
A respeito das interac¸o˜es, se tomarmos um kernel I˜ ge-
neralizado ao inve´s do kernel Coulombiano, podemos es-
creveˆ-lo como uma composic¸a˜o dos invariantes de Lorentz
com paridade definida para cada termo:
I˜ = S˜1⊗ 1 + P˜ γ5 ⊗ γ5 + V˜ γµ ⊗ γµ
+ A˜γµγ5 ⊗ γµγ5 + 12 T˜ σ
µν ⊗ σµν , (17)
em que estabelecemos que U˜Γ⊗ Γ = ψ¯ΓψU˜ψ¯Γψ.
As func¸o˜es S˜, P˜ , V˜ , A˜ e T˜ sa˜o func¸o˜es escalares que
podem depender dos quadrimomentos pin (p), pout (p′),
k (p− p′) ou P (p+ p′2 ). No prosseguimento do tratamento,
problemas aparecem na integrac¸a˜o da componente temporal
p0out. A energia transferida entre as partı´culas interagentes,
k0, e´ pequena no limite na˜o-relativı´stico, portanto, no limite
esta´tico podemos adotar k0 → 0.
Uma outra prescric¸a˜o [49] coloca os quadrimomentos pi
de forma que pi0 =
√
mi2 + pi2 [camada de massa (“mass
shell”)] possibilitando um tratamento mais simples para pro-
blemas de espalhamento. Alia´s, como ja´ vimos, esta ana´lise
com base no formalismo de matriz S proporciona meios sim-
ples de se obter um potencial efetivo: a interac¸a˜o tratada se-
gundo os termos de menor ordem permite que, pelo caminho
inverso da primeira aproximac¸a˜o de Born, o potencial seja
obtido pela transformada de Fourier da amplitude de espa-
lhamento com relac¸a˜o ao momento transferido. (O mesmo
1A varia´vel x e´ o quadrivetor posic¸a˜o, r e´ o vetor posic¸a˜o e r e´ o mo´dulo do vetor posic¸a˜o.
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resultado pode ser obtido com uma complicada reduc¸a˜o na˜o-
relativı´stica [30] da equac¸a˜o de Bethe-Salpeter sem termos
que assumir que a energia de interac¸a˜o e´ pequena).
O fato de se colocar as componentes de momento
pin, pout, k ou P (total) na “camada de massa” ao inve´s de
se adotar a aproximac¸a˜o instantaˆnea, gerou inu´meras am-
bigu¨idades, outrora discutidas [45, 49, 50, 51], na maneira
de se expressar corretamente a Hamiltoniana efetiva.
Uma sugesta˜o bem mais simples [30] consiste em
partirmos de uma teoria perturbativa estaciona´ria do tipo
Schro¨dinger com aproximac¸a˜o esta´tica inicial para, em se-
guida, considerarmos os desvios desta aproximac¸a˜o.
Outro fato a ficarmos atentos na derivac¸a˜o da Hamil-
toniana interagente e´ no ordenamento correto dos operado-
res na˜o comutantes que aparecem no potencial efetivo [30].
Para evitarmos maiores problemas com respeito a isso, efe-
tuamos a transformac¸a˜o de Foldy (18) e escrevemos a Ha-
miltoniana de interac¸a˜o em termos dos momentos k e p que
sa˜o respectivamente o momento de troca entre as partı´culas
e o momento de cada partı´cula no referencial de centro de
momento:
〈Γ〉 = ψ†(p′)Γψ(p). (18)
Impondo a restric¸a˜o de que a dependeˆncia do kernel de
interac¸a˜o seja da forma I˜ = I˜(k2) e seguindo o procedi-
mento de reduc¸a˜o na˜o-relativı´stica, chegaremos ao resultado
esperado.
Inu´meros sa˜o os trabalhos na tentativa de encontrar uma
Hamiltoniana efetiva que descreva com maior precisa˜o os
elementos de interac¸a˜o em um estado ligado de dois quarks
[33, 36, 39, 45, 49, 50, 51]. Dentro deste contexto, ainda res-
tam controve´rsias sobre como expressar exatamente os efei-
tos de retardamento do potencial. Optamos por tomar como
refereˆncia a prescric¸a˜o de Gromes [49] que atenta para os
termos dependentes do momento de forma que sejam conve-
nientemente escritos, mantendo-se a hermeticidade da Ha-
miltoniana.
Utilizando a notac¸a˜o β = γ0, γ0α = γ e σ represen-
tando as matrizes de Pauli (operador de spin S = σ2 ), temos












onde “1” representa a matriz identidade 2× 2.








Segundo as transformac¸o˜es de Foldy, obtemos






σ · (k× p), (21)











Consideramos somente termos ate´ a ordem de 1m2 .
As func¸o˜es de k atuam somente no potencial em questa˜o
e as func¸o˜es de P (e p) atuam somente na func¸a˜o de onda.
Utilizamos (21) no ca´lculo dos termos escalar e vetorial
presentes na Hamiltoniana efetiva:
c
A componente escalar US(r).

































O operador P e´ aplicado somente na func¸a˜o de onda e ωs(r) e´ a transformada de Fourier de dd(−k2)S(−k2).
Temos ∇2ωs(r) = 12∇ · (rS(r)) introduzida segundo a ja´ citada prescric¸a˜o de Gromes [49].
A componente vetorial UV (r).
• Temporal.
ψ¯1γ




























ψ¯1γψ1V (r)ψ¯2γψ2 + ψ¯1γ · kψ1V (r)k2 ψ¯2γ · kψ2
)
⇒ (26)
⇒ −〈α1〉V (r)〈α2〉+ (〈α1〉 · k)V (r)k2 (k · 〈α2〉)⇒ (27)



























Novamente o operador P atua somente na func¸a˜o de onda. Temos ainda que
S12 = 3(s1 · nˆ)(s2 · nˆ)− (s1 · s2), (29)
f(ω(r)) = (P · ∇)ω(r). (30)
Da mesma maneira ω(r) e´ a transformada de Fourier de dd(−k2)V (−k2) satisfazendo ∇2ω(r) = −V (r).
Os demais termos: pseudo-escalar, axial (ou pseudo-vetorial) e tensorial, tambe´m sa˜o calculados segundo o mesmo pro-
cedimento:
A componente pseudo-escalar UP (r).
1
3m1m2










A componente axial UA(r).
−4A(r)s1 · s2 +O( 1
m2
) (32)
A componente tensorial UT (r).




As formas explı´citas das correc¸o˜es axial e tenso-
rial na˜o sa˜o fisicamente muito interessantes (na interac¸a˜o
quark-antiquark na˜o temos propagadores com essas ca-
racterı´sticas). Uma interac¸a˜o pseudo-escalar tem sua im-
portaˆncia em alguns modelos nucleares com interac¸a˜o via
propagadores pseudo-escalares (troca de um pı´on na ligac¸a˜o
do deˆuteron por exemplo).
De qualquer forma, e´ importante observar que somente
as componentes escalar e vetorial apresentam termos puros
de potencial: S(r) e V (r). As prerrogativas fı´sicas impo˜em
na Hamiltoniana efetiva de interac¸a˜o somente a presenc¸a
das componentes vetorial e escalar para os sistemas quark-
antiquark. ´E importante salientar que essa Hamiltoniana
conte´m todos os termos de interac¸a˜o de Breit-Fermi.
Os termos da Hamiltoniana que veˆm da interac¸a˜o esca-
lar sa˜o bem mais simples, com apenas um termo de interac¸a˜o
dependente de spin: spin-o´rbita (pode ser interpretado como
o termo de precessa˜o de Thomas).
Dos resultados teo´ricos e fenomenolo´gicos [30] que te-
mos ate´ agora, ha´ uma se´rie de argumentos muito convin-
centes de que as forc¸as entre quarks veˆm da combinac¸a˜o de
um termo Coulombiano de troca vetorial de curto alcance
(um glu´on) e um termo linear de confinamento escalar. O
sinal oposto entre os termos de interac¸a˜o spin-o´rbita veto-
rial e escalar leva a uma compensac¸a˜o de tais efeitos, ou
seja, sem esta caracterı´stica a separac¸a˜o de energias devido
a esses termos na˜o comportaria um tratamento perturbativo.
´E importante constar que a determinac¸a˜o da estrutura de
Lorentz do potencial de interac¸a˜o Coulombiano + linear de-
corre de uma ana´lise simplificada dos dados experimentais
[30]. Diante disso, alguns autores [34, 35, 36] optam por
parametrizar este comportamento, ao inve´s da denominac¸a˜o
vetorial para o termo Coulombiano e escalar para o termo
linear. Algo desse tipo e´ feito quando fazemos os ca´lculos
com o potencial logarı´tmico, mas de qualquer forma, tal pro-
cedimento na˜o acrescenta nenhum conteu´do fı´sico ao pro-
blema.
Voltando a falar do potencial pseudo-escalar, observa-
mos a auseˆncia de um potencial esta´tico e a presenc¸a de
um termo spin-spin e um termo tensorial que na˜o promo-
vem uma interac¸a˜o muito forte.
Com relac¸a˜o a` existeˆncia de propagadores axiais ou ten-
soriais, terı´amos as interac¸o˜es spin-spin bem mais significa-
tivas (O(1 >> 1m2 )), o que definitivamente na˜o observamos
na espectroscopia de energia que temos experimentalmente.
IV Aspectos gerais do potencial de
interac¸a˜o entre quarks
De acordo com a ana´lise da estrutura de spins do potencial,
os indı´cios fenomenolo´gicos mostram que o potencial da
interac¸a˜o quark-antiquark deve conter uma componente es-
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calar e uma vetorial [30, 52, 53]. Para pequenas distaˆncias,
onde a interac¸a˜o e´ mediada pela troca de um glu´on de alta
energia, o potencial do tipo Coulombiano ponderado por um
fator de cor constitui uma boa aproximac¸a˜o em primeira or-
dem. Para grandes distaˆncias deve haver uma contribuic¸a˜o
que descreva o confinamento de cor. Dinamicamente, di-
retamente da QCD, na˜o temos uma expressa˜o analı´tica que
descreva uma interac¸a˜o pela troca de um quantum de campo
associado a` forc¸a confinante. Fenomenologicamente, supo˜e-
se
U(r)confinamento = ar
n, n > 0. (34)
Os dados experimentais indicam que n e´ aproximada-




+ ar + b. (35)
A origem do termo constante b vem da divergeˆncia in-
fravermelha da integral de Fourier (36) do kernel de confi-
namento que leva ao potencial de confinamento (o valor de
b depende dos paraˆmetros de confinamento e da escala de
momento → ponto de renormalizac¸a˜o, mas para todos os
efeitos e´ determinado fenomenologicamente)∫
d3k
exp (−ik · r)
k4
≈ r. (36)
Potenciais da forma (35) teˆm o termo Coulombiano com
cara´ter vetorial e o termo linear com cara´ter escalar [30].
Alguns modelos limitam a ac¸a˜o destes potenciais para
um intervalo de energia de troca (momento transversal) es-
pecı´fico: os estados ligados de quarks leves teriam o termo
linear de interac¸a˜o predominante e os estados ligados de
quarks pesados (bottomoˆnio e topoˆnio) seriam muito bem
descritos pelo termo Coulombiano dominante. Nessa linha,
alguns modelos com potencial logarı´tmico, correspondente
justamente a` regia˜o intermedia´ria de (35), sa˜o muito bem
aplicados no estudo do charmoˆnio e do bottomoˆnio [38].
Uma forma simples de se interpolar as regio˜es de ac¸a˜o
desses potenciais e´ atrave´s do potencial de Richardson [30],
cuja caracterı´stica e´ depender de um u´nico paraˆmetro Λ:










com B = 33−nf48pi2 , em que nf e´ o nu´mero de famı´lias de
quarks em questa˜o (treˆs).
Na˜o e´ possı´vel fornecer uma expressa˜o analı´tica para
este potencial, mas para seus extremos encontramos





















Para distaˆncias curtas este potencial apresenta um com-
portamento linear e para distaˆncias longas e´ exatamente
igual a` aproximac¸a˜o pela troca de um glu´on, que no caso
de αs(k) → αs equivale ao potencial do tipo Coulombi-
ano. Entretanto, na˜o vemos convenieˆncia na parametrizac¸a˜o
em termos de um u´nico paraˆmetro pois na˜o temos nenhum
indı´cio de que existe esta correlac¸a˜o entre os dois compor-
tamentos para distaˆncias longas e curtas (ainda precisa ser
verificado fenomenologicamente).
Em resumo, os potenciais que se apresentam sa˜o
variac¸o˜es do potencial Coulombiano + linear que num trata-
mento perturbativo aparecem como potenciais esta´ticos so-
mados a`s correc¸o˜es de Breit-Fermi com termos relativı´sticos
ate´ 2a ordem do inverso das massas constituintes dos quarks
nos estados ligados.
De maneira a se obter os autoestados, a equac¸a˜o de
Schro¨dinger pode ser resolvida numericamente sem os ter-
mos perturbativos. O espectro de energia do sistema em
considerac¸a˜o e´ obtido aproximadamente pelos valores espe-
rados da Hamiltoniana completa, calculado em func¸a˜o dos
estados na˜o-perturbados. Na˜o ha´ diferenc¸a entre os autoes-
tados de spins diferentes. Em princı´pio, estes modelos sa˜o
designados para sistemas de quarks pesados.
Para sistemas de estados ligados constituı´dos de quarks
leves o problema e´ mais difı´cil, pois o tratamento perturba-
tivo na˜o pode ser justificado. Um dos fatores e´ a diferenc¸a
entre o singleto e o tripleto de spin de um mesmo estado cuja
diferenc¸a de massa e´ muito elevada (me´sons pi e ρ por exem-
plo), sendo da ordem ou maior que as massas constituintes
do estado ligado.
A interac¸a˜o spin-spin que causa esta discrepaˆncia na˜o
pode ser tratada perturbativamente.
Consequ¨entemente, para quarks leves, as correc¸o˜es da
Hamiltoniana de Breit-Fermi precisam ser tratadas na˜o-
perturbativamente, ou seja, a equac¸a˜o de Schro¨dinger deve
ser resolvida com todos os termos da Hamiltoniana.
Para um potencial com termo Coulombiano, a inclusa˜o








Para uma Hamiltoniana da forma H = T cin +Hss, que
apresente o termo acima explicitamente, com a aplicac¸a˜o do
me´todo variacional, esta expressa˜o na˜o teria limitante infe-
rior [30, 39, 33, 35] o que significa que na˜o terı´amos um es-
tado fundamental, sendo portanto, fisicamente inconcebı´vel.
A func¸a˜o delta e´ consequ¨eˆncia da aproximac¸a˜o relativı´stica
para um modelo de potencial. Este problema pode ser con-
tornado ao deixarmos para tomar o limite na˜o-relativı´stico
para a interac¸a˜o spin-spin somente na u´ltima etapa.
A soluc¸a˜o mais simples imaginada e´ o “smearing” da





exp (− rr0 )
r
. (41)
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Este procedimento pode ser aplicado ao potencial Cou-
lombiano + linear acrescido de um termo exponencial [30].
Outra possibilidade e´ introduzir um termo de
















Ale´m de todos os aspectos discutidos nesta sec¸a˜o, e´ im-
portante ressaltar o cara´ter da func¸a˜o de onda na origem
em um termo de aniquilac¸a˜o na Hamiltoniana de interac¸a˜o
[33, 35]. Em me´sons, a aniquilac¸a˜o por um u´nico glu´on
e´ proibida por conservac¸a˜o de cor, mas a aniquilac¸a˜o via
va´rios glu´ons pode ser esperada. Para estados de quarks pe-
sados, onde o processo de aniquilac¸a˜o e´ controlado (pro-
babilidade) pela constante de acoplamento suficientemente
pequena, o processo e´ dominado por um nu´mero mı´nimo de
glu´ons (2 ou 3, conforme a conjugac¸a˜o de cargas). God-






na˜o nula apenas para L = 0 (n e´ o nu´mero de glu´ons).
Podemos notar ainda, nesta aproximac¸a˜o, que somente
para o estado de singleto um termo desta forma adquire
uma dimensa˜o significativa, sendo, para o estado de tripleto,
bem pequeno se comparado aos termos de estrutura hiper-
fina. Portanto, para sistemas de quarks pesados, o u´nico es-
tado para o qual os ca´lculos podera˜o divergir em virtude da
auseˆncia explı´cita deste termo na Hamiltoniana [33] seria o
estado 11S0. Para estados ligados de quarks leves, na to-
talidade dos trabalhos que analisamos, com destaque para
[33-36], o termo de aniquilac¸a˜o assume uma conotac¸a˜o fe-
nomenolo´gica em forma de mais um paraˆmetro a ser de-
terminado. Ainda ha´ uma discussa˜o intensa de como esses
efeitos devem ser implementados, uma vez que qualquer que
seja a descric¸a˜o, mesmo para me´sons leves, esta deve as-
sumir valores me´dios muito pequenos diante das incertezas
dos ca´lculos e mesmo das incertezas experimentais [33].
V Uma forma particular para o po-
tencial de interac¸a˜o entre quarks
Para que um potencial na forma Coulombiana + linear seja
implementado no desenvolvimento de um modelo fenome-
nolo´gico, algumas observac¸o˜es sa˜o necessa´rias. Considera-
mos um caso particular na forma como essa implementac¸a˜o
pode ser feita.
Sabemos que, em uma aproximac¸a˜o ate´ primeira ordem
dos diagramas de Feynman, a QCD fornece uma expressa˜o
para a constante de acoplamento [54] na forma de:
αs(k2) =
12pi





O paraˆmetro de escala Λ e´ dado no intervalo de 0, 15 <
Λ < 0, 30 GeV, para nf = 4 ou 5 [54]. Isto indica, con-
forme (44), que αs(k2) tende a um valor aproximadamente
constante para a regia˜o 5 < k < 20 GeV. Por outro lado,
quando k −→ Λ, o tratamento perturbativo em primeira or-
dem na˜o se aplica pois (44) diverge indicando a existeˆncia
do confinamento.
Godfrey e Isgur [33] propo˜em a parametrizac¸a˜o deste


















αs(r) ≈ αs(1− exp(−wr)) . (46)
Esta parametrizac¸a˜o e´ procedente uma vez que ela acaba
por descrever com bastante propriedade o comportamento
assinto´tico da constante de acoplamento. A partir do mo-
mento em que obtemos a constante de acoplamento forte
segundo um tratamento perturbativo (k2 elevado), conside-
rando apenas uma expansa˜o diagrama´tica em primeira or-
dem, e´ conveniente assumı´-la como tal somente para esta
regia˜o acessı´vel a um tratamento perturbativo.
O confinamento deve aparecer separadamente com os
dados experimentais indicando um comportamento linear
(47). Na regia˜o de interac¸a˜o 5 < k < 20 GeV apenas
o primeiro termo da somato´ria em (45) e´ suficiente para
parametrizar o comportamento do potencial que propomos
(47), e em func¸a˜o de um paraˆmetro w podemos reprodu-
zir este comportamento dentro da regia˜o citada atrave´s da
parametrizac¸a˜o exponencial em (46). Veja na figura 1 como
podemos perfeitamente adotar uma parametrizac¸a˜o expo-
nencial em w ao inve´s da expressa˜o em termos da func¸a˜o
erro de (45), simplificando os ca´lculos das autoenergias.
Figura 1. Parametrizac¸a˜o da constante de acoplamento do poten-
cial Coulombiano para w = 0.2 e w = 1.0 GeV.
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´E importante lembrar que em um estado ligado o
quark e´ tido como um grau de liberdade efetivo “camu-
flado” por uma nuvem de glu´ons e pares quark-antiquark
(renormalizac¸a˜o), de maneira que alguns trabalhos [33, 34,
35] propo˜em uma densidade de probabilidade de quarks no
espac¸o de configurac¸a˜o como uma func¸a˜o que venha a des-
crever o efeito de delocalizac¸a˜o do potencial. O efeito de
um termo como este em uma descric¸a˜o simplificada como a
proposta neste texto, pode ser englobado pelo paraˆmetro w
da constante de acoplamento varia´vel (45).
Ale´m disso, tal parametrizac¸a˜o elimina o problema de-





(1− exp (−wr)) + ar + b. (47)
Se pensarmos em um desenvolvimento centrado no es-
tudo dos estados ligados do charmoˆnio e do bottomoˆnio
ainda fazemos menc¸a˜o ao potencial logarı´tmico [38] na
forma






em que os paraˆmetros as e av se referem a`s componentes
escalar e vetorial.
VI Considerac¸o˜es sobre metodologia
de ca´lculos e aplicabilidade
Nesta sec¸a˜o resumimos o que podemos considerar como al-
gumas diretrizes sugeridas para o ca´lculo das propriedades
fı´sicas, notoriamente o espectro de massas, para grupos dis-
tintos de estados ligados quark-antiquark: quarkoˆnios pesa-
dos e me´sons leves. As sugesto˜es que seguem implı´citas
apenas complementam as ide´ias fundamentais que orientam
a construc¸a˜o de um modelo de potencial dentro de uma teo-
ria perturbativa com reduc¸a˜o na˜o-relativı´stica.
Buscando uma maior simplicidade nos ca´lculos, em de-
trimento de me´todos mais complicados como o me´todo ma-
tricial de colocac¸a˜o ortogonal [43, 44] ou de um me´todo
variacional que na˜o proporcionaria um resultado ta˜o exato
[34, 35, 36], podemos optar 3 pela simplicidade de ado-
tarmos uma minimizac¸a˜o dos erros quadra´ticos me´dios das
massas de um nu´mero fixo de ressonaˆncias de alguns estados
ligados que em func¸a˜o da precisa˜o de seus valores detecta-
dos experimentalmente possam se mostrar como excelentes
paraˆmetros de entrada.
Para a func¸a˜o de onda na forma ψ(r) = Rnl(r)Ylm(rˆ),
podemos escrever a parte radial da equac¸a˜o de onda para um
estado ligado quark-antiquark como
(T cin + Us(r) + Uv(r)− Enl)Rnl(r) = 0. (49)
Os termos Us(r) e Uv(r) envolvem todas as correc¸o˜es
decorrentes da reduc¸a˜o na˜o-relativı´stica. Esta e´ justamente
uma das vantagens do procedimento de ca´lculo citado, pois
permite o levantamento da espectroscopia completa (todos
os nu´meros quaˆnticos) de um sistema quark-antiquark.
A escolha mais apropriada de uma func¸a˜o radial de base
depende em geral do problema a ser resolvido. Esta esco-
lha, em geral, deve ser favorecida pela viabilidade nume´rica
que implicaria em uma menor magnitude dos erros em uma
integrac¸a˜o nume´rica.
Em princı´pio, e´ possı´vel trabalhar com treˆs situac¸o˜es di-
ferentes: as autofunc¸o˜es de Schro¨dinger para o potencial
Coulombiano, as autofunc¸o˜es de Schro¨dinger para o poten-
cial de oscilador harmoˆnico 3D e uma func¸a˜o de base pro-
posta por Fulcher [41] A u´ltima dentre as treˆs esta´ descrita
em (50) e ate´ certo ponto apresenta um comportamento se-
melhante ao da func¸a˜o de onda de Schro¨dinger para um po-
tencial Coulombiano, ja´ tendo sido usada em va´rios traba-




(k + 2l + 2)!
(2βr)l e(−βr)Lk2l+2(2βr),
(50)
em que Lk2l+2(βr) e´ o polinoˆmio associado de Laguerre e
o nu´mero quaˆntico principal n com o qual estaremos des-
crevendo os estados ligados n2s+1lJ e´ dado em func¸a˜o de k
por n = k + 1 4.
Para o estudo do charmoˆnio e do bottomoˆnio, os ca´lculos
sa˜o desenvolvidos em termos dos seguintes paraˆmetros: as
massas efetivas dos quarks charm (mc) e bottom (mb), um
paraˆmetro β da func¸a˜o de onda ale´m dos paraˆmetros do po-
tencial (α, a, b e ω). Estes paraˆmetros sa˜o determinados
segundo uma minimizac¸a˜o quadra´tica me´dia com base na
espectroscopia de massas dos estados de momento angular
orbital nulo do charmoˆnio e do bottomoˆnio (em um u´nico
conjunto de paraˆmetros, ou seja, teremos os paraˆmetros do
potencial e da func¸a˜o de onda em comum para o charmoˆnio
e para o bottomoˆnio). Caso a interac¸a˜o seja descrita pelo
potencial logarı´tmico, podemos mudar os paraˆmetros do po-
tencial para as, av e r0.
Ainda com relac¸a˜o aos paraˆmetros, o paraˆmetro w da
exponencial que parametriza o termo de interac¸a˜o vetorial,
a partir de um determinado valor, faz com que o compor-
tamento de tal termo tenda a um termo Coulombiano puro,
conforme os nı´veis de energia que venham a ser tratados5.
Estas ferramentas sa˜o suficientes e podem ser aplicadas
no estudo da espectroscopia de massas do charmoˆnio e bot-
tomoˆnio.
O grande entrave em estendermos a descric¸a˜o na˜o-
relativı´stica ou semi-relativı´stica de um problema de
2Obviamente, a expressa˜o (47) descreve apenas os termos puros do potencial U(r) = S(r) + V (r) sem as correc¸o˜es relativı´sticas.
3Chegamos a estudar a viabilidade dos dois me´todos citados, mas estes, apesar de eficazes no ca´lculo do espectro de massas de um conjunto pequeno
de estados ressonantes com momento angular orbital fixo, na˜o apresentam a mesma exatida˜o e muito menos chegam a ser mais simples no caso em que
procuramos descrever a espectroscopia completa (todas as possibilidades dos nu´meros quaˆnticos) de um me´son.
4 ´E muito importante o esclarecimento deste ponto pois existe uma grande confusa˜o na literatura sobre o que indica o nu´mero quaˆntico principal. Nos
diversos “Particle Data Group” (PDG) na˜o ha´ esclarecimentos sobre o que o ı´ndice n de diversos estados ligados realmente significa. Escolhemos a definic¸a˜o
n = k + 1 de maneira que o nu´mero quaˆntico principal n corresponda a` mesma notac¸a˜o do PDG. Em algumas situac¸o˜es a definic¸a˜o n = k − l + 1
tambe´m e´ cabı´vel.
5Tal comportamento e´ esperado para quarks pesados.
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interac¸a˜o entre quarks pesados para um problema de
interac¸a˜o entre quarks leves esta´ justamente no fato de que o
momento linear intrı´nseco de cada quark leve assume va-
lores, comparativamente a`s suas massas, muito mais sig-
nificativos do que em sistemas de quarks pesados. Isso
impo˜e, diante destes sistemas de quarks leves, a necessi-
dade de um tratamento relativı´stico que, de certa forma,
passa a gerar um nu´mero considera´vel de restric¸o˜es no que
se refere a` simplificac¸a˜o ou mesmo a` execuc¸a˜o dos ca´lculos
das propriedades destes sistemas. Uma das soluc¸o˜es en-
contradas para contornar esse tipo de problema, segundo
uma dinaˆmica na˜o-relativı´stica, e´ justamente procurar asso-
ciar as previso˜es de uma dinaˆmica na˜o-relativı´stica com as
previso˜es de uma dinaˆmica relativı´stica ou ate´ mesmo ultra-
relativı´stica (mq → 0), e atrave´s desse vı´nculo, possibilitar
a descric¸a˜o de um estado ligado relativı´stico segundo uma
dinaˆmica na˜o-relativı´stica.
Buscando a extensa˜o do nosso modelo na˜o-relativı´stico a
esses sistemas, descreveremos a seguir algumas maneiras de
se fazer presente o vı´nculo entre a dinaˆmica na˜o-relativı´stica
e a dinaˆmica (ultra) relativı´stica.
Seja a Hamiltoniana relativı´stica com potencial de
interac¸a˜o U(r) para o caso mais simples de duas partı´culas





2 + U(r). (51)





〈(p2 +m2) 12 〉 ≤ (〈p2〉+m2) 12 , (53)
e a relac¸a˜o
E = 〈HR〉〉







Este operador tem estrutura semelhante ao de um poten-
cial na˜o-relativı´stico como (57) de acordo com as seguintes
transformac¸o˜es de varia´veis:
mˆ = 2µ =
1
2
(〈p2〉+m2) 12 + U(r), (55)








A massa efetiva mˆ, bem como o potencial W (r), de-
pendem do valor me´dio do momento, variando de nı´vel para
nı´vel de energia. O valor esperado da energia cine´tica (teo-
rema do virial [30]) sera´ expresso por
〈p2〉 ∝ 〈r dU(r)
dr
〉. (58)
O mais interessante e´ que o desenvolvimento em termos
da desigualdade de Martin, ou propriamente em termos de
uma se´rie de Taylor em torno de um valor p02 = 〈p2〉, pode
levar a`s mesmas concluso˜es [30, 40].
Uma outra maneira de procurarmos encontrar uma
equivaleˆncia de modelos na˜o-relativı´sticos para sistemas
quark-antiquark relativı´sticos na regia˜o assinto´tica vem da
observac¸a˜o de uma certa dualidade entre uma Hamiltoniana
ultra-relativı´stica com um potencial de oscilador harmoˆnico
(59) e uma Hamiltoniana na˜o-relativı´stica com potencial li-
near (60), relacionadas pela transformac¸a˜o dual:
HUR = 2(p2)
1











As autofunc¸o˜es nas equac¸o˜es de onda correspondentes









Ou seja, podemos encontrar o mesmo espectro de mas-
sas dos me´sons tanto para uma prescric¸a˜o na˜o-relativı´stica
como para uma prescric¸a˜o ultra-relativı´stica.
Um terceiro ponto de vista a ser adotado na comparac¸a˜o
de uma prescric¸a˜o na˜o-relativı´stica versus uma prescric¸a˜o
ultra-relativı´stica decorre de uma generalizac¸a˜o relativı´stica
para o teorema do virial [30] com valores me´dios calculados
segundo os autoestados da Hamiltoniana relativı´stica
〈r dU(r)
dr






Obtemos a autoenergia relativı´stica (63)
E = 〈HR〉 = 2〈(p2 +m2) 12 〉+ 〈U(r)〉 . (63)
Do teorema virial expresso por (62) juntamente com o
limite ultra-relativı´stico de (63) encontramos que
EUR = 〈r dU(r)
dr
〉+ 〈U(r)〉. (64)
Escolhendo o potencial do tipo Coulombiano + linear te-
remos o desaparecimento do termo Coulombiano no ca´lculo
de EUR segundo (64)
EUR = 〈2ar〉. (65)
Concluindo, ate´ o ponto em que o valor do termo de
massa pode ser negligenciado (que pode ser o caso dos
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me´sons de quarks leves u (up) e d (down)), o valor espe-
rado de uma Hamiltoniana na˜o-relativı´stica com potencial
puramente linear tem semelhanc¸a formal com a Hamiltoni-
ana relativı´stica com potencial Coulombiano + linear. Os
autoestados sa˜o obviamente diferentes.
Devemos, pore´m, deixar claro que as considerac¸o˜es em
cima do teorema virial descrevem muito bem a interac¸a˜o de-
corrente unicamente dos termos puros (sem as correc¸o˜es re-
lativı´sticas) do potencial.
Sendo assim, para um potencial com parametrizac¸a˜o
Coulombiana + linear, em estados ligados de quarks
leves (sistemas aproximadamente ultra-relativı´sticos), a
semelhanc¸a acima sugere um cara´ter de confinamento mais
intenso. Esta observac¸a˜o e´ muito importante uma vez que
este comportamento se inverte a` medida em que as mas-
sas dos quarks constituintes aumentam (charmoˆnio e bot-
tomoˆnio).
Com estas pequenas considerac¸o˜es explanadas ate´ aqui,
procuramos chamar a atenc¸a˜o para o fato de que, den-
tro de um modelo de potencial em sua forma mais sim-
ples, a dinaˆmica real (fı´sica) das interac¸o˜es em um sis-
tema quark-antiquark pode ser parametrizada em termos
de uma dinaˆmica mais simples, na maioria das vezes na˜o-
relativı´stica, de forma que a correlac¸a˜o se deˆ em termos dos
paraˆmetros fenomenolo´gicos que aparecem na construc¸a˜o
da Hamiltoniana que pretende descrever o espectro de ener-
gias de uma determinada famı´lia de me´sons.
A diferenc¸a de massas muito acentuada de sistemas
como os quarkoˆnios para com sistemas de me´sons leves
impede o desenvolvimento de um modelo unificado para a
descric¸a˜o da espectro de energias em termos de um nu´mero
reduzido de paraˆmetros, como tem sido o objetivo da mai-
oria dos trabalhos. Entretanto, a correspondeˆncia entre as
prescric¸o˜es discutidas nesta sec¸a˜o, em princı´pio, possibi-
lita a generalizac¸a˜o de uma prescric¸a˜o com aproximac¸a˜o
na˜o-relativı´stica para sistemas de quarks leves, apenas com
a mudanc¸a dos paraˆmetros fenomenolo´gicos da Hamiltoni-
ana.
VII Concluso˜es
Neste texto procuramos elaborar e discutir os aspectos mais
importantes na construc¸a˜o de um modelo de potencial na˜o-
relativı´sitico para o estudo das interac¸o˜es quark-antiquark.
Direcionamos o texto de modo a elaborar uma descric¸a˜o ge-
neralizada de como podemos obter os elementos que carac-
terizam o processo de interac¸a˜o em um estado ligado.
Devido a sua importaˆncia histo´rica e funcional no es-
tudo da fı´sica hadroˆnica, um modelo de potencial, em li-
nhas gerais, na˜o se ate´m ao estudo de estados ligados quark-
antiquark. Modelos de potenciais sa˜o modelos fenome-
nolo´gicos cuja aplicabilidade se estende a` fı´sica nuclear,
bem como a` fı´sica atoˆmica e molecular.
No caso especı´fico da interac¸a˜o quark-antiquark, um
modelo de potencial desenvolvido com os subsı´dios teo´ricos
da cromodinaˆmica quaˆntica pode ser utilizado na descric¸a˜o
ampla e precisa do espectro de massas de quarkoˆnios pesa-
dos e ate´ mesmo de me´sons leves.
Efetivamente, no desenvolvimento de um modelo de po-
tencial para interac¸o˜es em sistemas de dois corpos, rela-
tivı´sticos ou na˜o, sa˜o va´rios e igualmente importantes os fa-
tores que determinam o sucesso do modelo: o nu´mero de
paraˆmetros fenomenolo´gicos e a maneira como sera´ dado o
tratamento nume´rico do problema, a maneira como se pro-
cede a reduc¸a˜o na˜o-relativı´stica em alguns modelos e a ma-
neira como sa˜o parametrizados os termos de interac¸o˜es na˜o-
locais entre outros.
Ha´ tambe´m inu´meras sugesto˜es para o tratamento de
equac¸o˜es de onda relativı´sticas, modelos relativı´sticos, etc,
que tambe´m apresentam virtudes e inconsisteˆncias. Parece
ironia, mas e´ extremamente improva´vel que algue´m se deˆ
ao enorme trabalho de rever todas as proposic¸o˜es existen-
tes e de fato encontrar alguma isenta de qualquer defeito;
seria mais via´vel propor uma nova equac¸a˜o descrevendo as
interac¸o˜es presentes.
Sobre estdados ligados quark-antiquark, esperamos que
alguns outros resultados diretos ou indiretos da QCD pos-
sam ter maior influeˆncia na elaborac¸a˜o dos modelos feno-
menolo´gicos de interac¸a˜o. Neste contexto, a base teo´rica
fornecida pela QCD se apresenta de forma bastante so´lida,
mesmo diante de algumas ambigu¨idades decorrentes de
alguns comportamentos controversos6 que aparecem nos
ca´lculos perturbativos, que so´ podera˜o ser evitados, ou me-
lhor entendidos, apo´s uma extensa ana´lise dos fundamentos
da cromodinaˆmica quaˆntica, independente do que temos na
fenomenologia.
Com todas essa possibilidades, esperamos ter con-
tribuı´do um pouco para o conhecimento do processo de
elaborac¸a˜o de modelos fenomenolo´gicos no estudo das
interac¸o˜es entre quarks e, de maneira geral, entre duas
partı´culas em um estado ligado.
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